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1 Teori Perturbasi

Bab ini membahas metode aproksimasi mekanika kuantum utama kedua, yaitu teori
perturbasi.

Misalkan kita memiliki sistem dengan operator Hamiltonian H yang tidak bergantung
waktu dan kita tidak dapat menyelesaikan persamaan Schrodinger

]:-h/)n - nwn

untuk fungsi eigen dan nilai eigen dari keadaan stasioner terikat.
Misalkan juga bahwa Hamiltonian H hanya sedikit berbeda dari Hamiltonian H° dari
suatu sistem yang persamaan Schrédinger-nya

A = By
dapat kita selesaikan. Contohnya adalah osilator anharmonik satu dimensi dengan

2 . d L, o 3 4
H:—%@—i—ik% + cx +d$

Hamiltonian (9.3) berkaitan erat dengan Hamiltonian

~0 R 4?1,

i = 2m dx? - ka
dari osilator harmonik. Jika konstanta ¢ dan d dalam (9.3) kecil, kita berharap fungsi
eigen dan nilai eigen dari osilator anharmonik akan sangat mirip dengan osilator harmo-
nik.

Kita akan menyebut sistem dengan Hamiltonian HO° sebagai **sistem tak terperturba-

si**. Sistem dengan Hamiltonian H adalah **sistem terperturbasi**. Perbedaan antara
kedua Hamiltonian adalah **perturbasi** H':

H=H-H
= i it
(Tanda aksen tidak menunjukkan turunan.) Untuk osilator anharmonik dengan Hamil-
tonian (9.3), perturbasi pada osilator harmonik terkait adalah H’ = cz® + da*.
Dalam A% = EL ¢ [Pers. (9.2)], EY dan ¢ disebut **energi tak terpertur-
basi** dan **fungsi gelombang tak terperturbasi** dari keadaan n. Untuk H° yang sama
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dengan Hamiltonian osilator harmonik (9.4), EX adalah (n + $)hv, di mana n adalah
bilangan bulat non-negatif. (n digunakan alih-alih v agar konsisten dengan notasi teori
perturbasi.) Perhatikan bahwa superskrip (0) tidak berarti keadaan dasar. Teori pertur-
basi dapat diterapkan pada keadaan apa pun. Subskrip n melabeli keadaan yang sedang
kita hadapi. Superskrip (0) menunjukkan sistem tak terperturbasi.

Tugas kita adalah menghubungkan nilai eigen dan fungsi eigen yang tidak diketahui
dari sistem terperturbasi dengan nilai eigen dan fungsi eigen yang diketahui dari sistem
tak terperturbasi. Untuk membantu melakukannya, kita akan membayangkan bahwa
perturbasi diterapkan secara bertahap, memberikan perubahan kontinu dari sistem tak
terperturbasi ke sistem terperturbasi. Secara matematis, ini sesuai dengan memasukkan
parameter \ ke dalam Hamiltonian, sehingga

H=H+ \H'

Ketika A\ adalah nol, kita memiliki sistem tak terperturbasi. Seiring A meningkat, per-
turbasi tumbuh lebih besar, dan pada A = 1 perturbasi sepenuhnya "menyala". Kita
memasukkan A untuk membantu menghubungkan fungsi eigen terperturbasi dan tak ter-
perturbasi, dan pada akhirnya kita akan mengatur A = 1, sehingga menghilangkannya.

Bagian 9.1 hingga 9.7 membahas Hamiltonian yang tidak bergantung waktu dan ke-
adaan stasioner. Bagian 9.8 membahas perturbasi yang bergantung waktu.

2 Teori Perturbasi Non-Degenerasi

Perlakuan perturbasi pada tingkat energi degenerasi dan non-degenerasi berbeda. Bagian
ini menguji efek perturbasi pada tingkat non-degenerasi. Jika beberapa tingkat energi
dari sistem tak terperturbasi mengalami degenerasi sementara yang lain non-degenerasi,
perlakuan di ba%lan ini hanya akan berlaku untuk tingkat non-degenerasi.

Misalkan wn adalah fung81 gelombang dari tingkat non-degenerasi tak terperturbasi
tertentu dengan energi EY. Misalkan 1, adalah fungsi gelombang terperturbasi di mana
) diubah ketika perturbasi diterapkan. Dari (9.1) dan (9.7), persamaan Schrodinger
untuk keadaan terperturbasi adalah

Karena Hamiltonian dalam (9.8) bergantung pada parameter A, baik fungsi eigen 1,
maupun nilai eigen £, bergantung pada A:

¢n = 1%()\7 Q) dan En - En<)‘)

di mana q menunjukkan koordinat sistem. Kita sekarang mengekspansi ¢,, dan F,, sebagai
deret Taylor dalam pangkat \:

O, *y, A2
wn:¢n|>\:0+ |>\ A+ o1y e A= o5t
b dE, d2E @B, A2 .

n d\ e =gy

Berdasarkan hipotesis, ketika A menuju nol, ,, dan E,, menuju @Z)7(10) dan B
Unlrmo =9 dan  E|y—o = EY”
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Kita perkenalkan singkatan berikut:

1 0k
(k) — = T %n _
¥n) =5 DY heo k=1,2 ...
1 d*E,
E% = d"En k=1,2,..

S o
Persamaan (9.9) dan (9.10) menjadi

U = 0+ X XD 4 N
E,=EY9 £ EW £ X2E@ ... \FER) 4.

Untuk £ = 1,2,3, ..., kita sebut %(11@) dan EY sebagai **koreksi orde ke-k** terhadap
fungsi gelombang dan energi. Kita akan mengasumsikan bahwa deret (9.13) dan (9.14)
konvergen untuk A = 1 dan kita berharap bahwa untuk perturbasi kecil, mengambil
hanya beberapa suku pertama dari deret akan memberikan aproksimasi yang baik untuk
energi dan fungsi gelombang yang sebenarnya.

Kita akan mengambil @/JSLO) sebagai ternormalisasi: (@/}ﬁ,,o)h/)éo)) = 1. Alih-alih mengam-
bil v,, sebagai ternormalisasi, kita akan mensyaratkan 1, memenuhi

WO,y =1

Kondisi (9.15), yang disebut **normalisasi antara®* menyederhanakan penurunan. Peng-
gunaan normalisasi antara tidak mempengaruhi hasil koreksi energi. Substitusi (9.13) ke
dalam (9.15) memberikan

1= @O + MOy + A2 (O @) + - -

Karena persamaan ini berlaku untuk semua nilai A dalam rentang 0 hingga 1, koefisien
dari pangkat A\ yang sama di setiap sisi persamaan harus sama. Menyamakan koefisien
A0, kita memiliki 1 = <1/)7(10)|@/)§L0)>, yang terpenuhi. Menyamakan koefisien !, A2, dan
seterusnya, kita memiliki

WOy =0, (O P) =0, dst.

Koreksi terhadap fungsi gelombang ortogonal terhadap w(lo) ketika normalisasi antara
digunakan.
Mensubstitusikan (9.13) dan (9.14) ke dalam persamaan Schrodinger (9.8), kita me-
miliki
(H° + M) + 200 + Xg )
= (ED + AEYM + NE® + - )00 + 2 + N3P 4.

Mengumpulkan pangkat A yang sama, kita memiliki
HOG M + HOD) + XD + B) + -
= OO + AEDU + EOUD) + XEDU + BV + EOuD) + -

Agar dua deret di setiap sisi (9.17) sama untuk semua nilai A, koefisien dari pangkat A

yang sama harus sama. Menyamakan koefisien suku A\° memberikan H OQ/JS)) = Y wéo),
yang merupakan persamaan Schrodinger untuk masalah tak terperturbasi. Menyamakan
koefisien suku A\!' memberikan

Hy? + HOUY = EDUY + B0
HOyD = EQwl) = Dy — H'y?
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2.1 Koreksi Energi Orde Pertama

Untuk menemukan E’,(Ll), kita kalikan (9.18) dengan wsz)* dan integralkan di seluruh ruang,
yang memberikan

WOH WYY — EQ QD) = ED (@) — (7|

HO adalah Hermitian, dan penggunaan sifat Hermitian memberikan untuk suku pertama
di sisi kiri (9.19)

(R [r) = (D ) = (W0 H )

= (PP EL Oy = EO* (D] Oy = BO) ({0 (D)

Substitusi (9.20) ke (9.19) dan penggunaan persamaan orto-normalitas <¢£9)|¢£P>> = Smn
memberikan

(B = BV D) = B o — WO H )

m

Jika m = n, sisi kiri (9.21) sama dengan nol, dan (9.21) menjadi
E(l < |H’ 1/)(0) /w *H'@/)(O)dT

Koreksi orde pertama terhadap energi ditemukan dengan merata-ratakan perturbasi H
terhadap fungsi gelombang tak terperturbasi yang sesuai. Menetapkan A = 1 dalam
(9.14), kita memiliki

E,~EY +EW /w o F/

2.2 Koreksi Fungsi Gelombang Orde Pertama
Untuk m # n, Pers. (9.21) adalah

(B — EDY D10y = —(D|H'|9pD), m #£n

Untuk menemukan @/}n , kita mengekspan81kannya dalam himpunan lengkap dan ortonor-
mal dari fungsi eigen tak terperturbasi wm dari operator Hermitian HO:

D= "anl),  di mana a, = (0 [¢))

Penggunaan a,, = (¢ (0)|¢n ) dalam (9.24) memberikan
(B — BO)an =~ ), m#n

n

Berdasarkan hipotesis, tingkat E adalah non-degenerasi. Oleh karena itu E 7& EY
untuk m # n, dan kita dapat membagi dengan (Fn, 0 Eﬁo)) untuk mendapatkan

W H )

Ay = , m#n
" BY-ED

Koefisien a,, dalam ekspansi (9.25) dari Y diberikan oleh (9.26) kecuali untuk a,,. Dari
persamaan kedua dalam (9.25), a,, = (¢ (0)|¢n ). Ingat bahwa pilihan normalisasi antara
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untuk v, membuat <w7(10)|1p£1)> = 0 [Pers. (9.16)]. Oleh karena itu a,, = 0, dan Pers.
(9.25) dan (9.26) memberikan koreksi orde pertama terhadap fungsi gelombang sebagai

0)) 77110
P = Z <¢7(n)\H'|¢r(z)>w(0)
n ~ E’r(LO) B Er(;g) m
Simbol ¥,,, berarti kita menjumlahkan semua keadaan tak terperturbasi kecuali keada-
an n. Menetapkan A = 1 dalam (9.13) dan hanya menggunakan koreksi fungsi gelombang

orde pertama, kita memiliki aproksimasi untuk fungsi gelombang terperturbasi

) £771,/,(0)

(i | H'[i) )

U R0+ Y L
2

2.3 Koreksi Energi Orde Kedua

Menyamakan koefisien suku A\* dalam (9.17), kita dapatkan
HOYE — EQ = EDUD + EDUD - frgfd
Perkalian dengan 1/17(79)* diikuti dengan integrasi di seluruh ruang memberikan
(W [H ) = BD R )
= B 1) + BO @Rl — W 1)

Integral <1/17(73)|1f[ 0\¢,S2)> dalam persamaan ini sama dengan integral dalam (9.20), kecuali
1/17(11) diganti oleh w,(f). Ini memberikan

(W H 12 = B )
Penggunaan (9.31) dan ortonormalitas dalam (9.30) memberikan
(B = EWRW) = B bun + BV (WD 100) — D 1H [4V)
Untuk m = n, sisi kiri (9.32) adalah nol dan kita dapatkan
B = —ED WD) + (P15 [)
Y= @ H )
karena (3|1} = 0. Perhatikan dari (9.33) bahwa untuk menemukan koreksi orde

kedua terhadap energi, kita hanya perlu mengetahm koreksi orde pertama terhadap fungsi
gelombang. Substitusi (9.27) untuk ' ke dalam (9.33) memberikan

(o [H'|01”) ;
EP =) W(@D%O”H/ng))

m#n

Karena H’ adalah Hermitian, (¢ (0)|H’|wm ) = <w£?’\ﬁ[’|¢,20))*, dan (9.34) menjadi

(i | H ) P
- 3 L

m#n

yang merupakan ekspresi yang diinginkan untuk £y, @ Termasuk E? dalam (9.14) dengan
A = 1 memberikan energi aproksimasi dari keadaan terperturba& sebagai
2

m#n "

di mana H! = (|5 |0).



2.4 Diskusi

Persamaan (9.28) menunjukkan bahwa efek perturbasi pada fungsi gelombang %(Io) ada-
lah untuk "mencampurkan" kontribusi dari keadaan lain w,(,?), m # n. Karena faktor
1/ (E7(10) — Er(r?)), kontribusi paling penting (selain dari wﬁo)) terhadap fungsi gelombang
terperturbasi berasal dari keadaan yang energinya paling dekat dengan keadaan n.

Untuk mengevaluasi koreksi orde pertama terhadap energi, kita hanya perlu mengeva-
luasi integral tunggal H], . Sedangkan untuk mengevaluasi koreksi energi orde kedua, kita
harus mengevaluasi elemen matriks H’ antara keadaan n dan semua keadaan m lainnya,
dan kemudian melakukan penjumlahan tak hingga dalam (9.35).

Penjumlahan dalam (9.28) dan (9.36) adalah penjumlahan atas keadaan yang berbe-
da, bukan atas nilai energi yang berbeda. Jika masalah tak terperturbasi memiliki fungsi
gelombang kontinum (misalnya, atom hidrogen), kita juga harus menyertakan integrasi
atas fungsi kontinum.

2.5 Perbandingan Metode Variasi dan Perturbasi

Metode perturbasi berlaku untuk semua keadaan terikat dari suatu sistem. Metode variasi
linear dapat digunakan untuk merawat keadaan terikat tereksitasi.

Perhitungan perturbasi seringkali sulit dilakukan karena kebutuhan untuk mengeva-
luasi penjumlahan tak hingga atas keadaan diskrit dan integral atas keadaan kontinum
yang terjadi dalam koreksi energi orde kedua dan orde yang lebih tinggi.

Dalam metode perturbasi, seseorang dapat menghitung energi jauh lebih akurat (hing-
ga orde 2k + 1) daripada fungsi gelombang (hingga orde k). Situasi yang sama berlaku
dalam metode variasi, di mana seseorang bisa mendapatkan energi yang cukup baik de-
ngan fungsi gelombang yang agak tidak akurat.

2.6 Metode Variasi-Perturbasi

Metode variasi-perturbasi memungkinkan seseorang untuk memperkirakan £® dan ko-
reksi energi orde tinggi lainnya secara akurat untuk keadaan dasar suatu sistem tanpa
mengevaluasi penjumlahan tak hingga dalam (9.36). Metode ini didasarkan pada keti-
daksamaan

(ulH® = EQu) + (u H' = EV ) + (00| H = Eu) > B

di mana u adalah fungsi berperilaku baik apa pun yang memenuhi kondisi batas dan
subskrip g mengacu pada keadaan dasar. Dengan mengambil u sebagai fungsi uji de-
ngan parameter yang kita variasikan untuk meminimalkan sisi kiri (9.38), kita dapat

memperkirakan Eéz) .

3 Perlakuan Perturbasi pada Keadaan Dasar Atom He-
lium

Atom helium memiliki dua elektron dan inti bermuatan +2e. Kita akan menganggap inti
diam. Operator Hamiltonian adalah

n? Vz—h—2v2 Ze? Ze? e

0=

i — -
2me 2m€ 2 471'607'1 471'607“2 471'607“12
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di mana Z = 2 untuk Helium, r; dan ry adalah jarak elektron dari inti, dan r5 adalah
jarak antar elektron. Suku terakhir adalah energi potensial tolakan antar elektron.

[Gambar 9.1 di sini: Jarak antar partikel dalam atom helium.|

Gambar 1: Jarak antar partikel dalam atom helium.

Karena suku €2 /47egryy, persamaan Schrodinger untuk helium tidak dapat dipisahkan.
Kita harus menggunakan metode aproksimasi. Metode perturbasi memisahkan Hamilto-
nian (9.39) menjadi dua bagian, H° dan H’. Kita pilih

70 — h? 9 Ze? h? V2 Ze?
 om, ! dmegry  2me 2 4dmegrs
I
47'('6(]?”12

H° adalah jumlah dari dua Hamiltonian mirip hidrogen, satu untuk setiap elektron:
H° = HY + HY. Sistem tak terperturbasi adalah atom helium di mana kedua elektron
tidak saling berinteraksi.

Fungsi gelombang tak terperturbasi memiliki bentuk 1(®) = Fy(1)F5(2) dan energinya
E© = B, + E,. Solusinya adalah fungsi dan energi mirip hidrogen.

1 1 2
EO = —72%(= 4+ =) —
ny n3 8megag

Tingkat terendah memiliki ny = 1, ny = 1, dan fungsi gelombang orde nolnya adalah
1,7
_(_

)36—Z7‘1/a0€—Z7‘2/a0
™ Qg

el = 15(1)15(2) =

Energi keadaan dasar tak terperturbasi ini adalah

62

EY) = —7%(2)

152

8megag

Kuantitas —e?/8mepay adalah energi keadaan dasar atom hidrogen, —13.606 eV. Untuk
helium, Z = 2, sehingga
E) = —8(13.604 V) = —108.83 eV

1s2

Energi keadaan dasar eksperimental helium adalah —79.00 eV. Energi orde nol (9.51)
memiliki kesalahan 38

Langkah selanjutnya adalah mengevaluasi koreksi perturbasi orde pertama terhadap
energi. Keadaan dasar tak terperturbasi adalah non-degenerasi, dan penggunaan (9.22)
dan (9.49) memberikan

62

EO = (O Fp9) = / / 1s(1)18(2)2——drydr,

47'('607’12
Integral dalam (9.52) dapat dievaluasi, dan hasilnya adalah
2
g _5Z ¢

8 471'60(10
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Dengan Z = 2, kita temukan E) = 2(2 x 13.604 eV) = 34.01 eV. Aproksimasi kita
terhadap energi sekarang adalah

EO + EM = _108.83 ¢V + 34.01 ¢V = —74.82 ¢V

Dibandingkan dengan nilai eksperimental —79.00 €V, ini memiliki kesalahan 5.3

E® untuk keadaan dasar helium telah dihitung menggunakan metode variasi-perturbasi.
E® ternyata —4.29 eV, dan E®) adalah 4+0.12 eV. Hingga orde ketiga, kita memiliki ener-
gi keadaan dasar

E~ —108.83 eV +34.01 eV —4.29 eV 4 0.12 eV = —78.99 eV

yang sangat dekat dengan nilai eksperimental —79.00 eV.

4 Perlakuan Variasi pada Keadaan Dasar Helium

Jika kita menggunakan fungsi gelombang orde nol ¢§0) sebagai fungsi variasi ¢, integral
variasi (¢|H|¢) menjadi

(0|H|0) = WOUH" + By = EO + EW

Ini memberikan hasil yang sama dengan teori perturbasi orde pertama.
Untuk memperbaiki hasil ini, kita perkenalkan parameter variasi ke dalam (9.49).
Kita coba fungsi ternormalisasi

1
¢ = _(5)36701/(106*&2/%
™ Qg

yang diperoleh dari (9.49) dengan mengganti nomor atom Z dengan parameter variasi ¢
(zeta). ¢ memiliki interpretasi fisik sederhana: ¢ adalah **muatan inti efektif**. Satu
elektron cenderung melindungi elektron lain dari inti, sehingga setiap elektron dikenai
muatan inti efektif yang sedikit lebih kecil dari Z. Kita harapkan ( berada di antara
Z —1dan Z.

Kita sekarang mengevaluasi integral variasi W = (¢|H|¢). Hamiltonian (9.39) dapat
ditulis ulang sebagai

N h? Ce? h? Ce?
H= |- V2 — — V2 —
|: 2m6 ! 471'607"1 2me 2 47'('607"2

e? e? e?

+(-Z

J+c-2)

471'607”1 47T€0T2 471'607"12

Suku-suku dalam kurung adalah jumlah dari dua Hamiltonian mirip hidrogen untuk
muatan inti (. Fungsi uji (9.56) adalah produk dari dua fungsi 1s mirip hidrogen untuk
muatan inti (. Oleh karena itu,

[_ n? o2 Ce? h? o2 Ce? } e, e

1 - 2
2me 47'('607"1 2me 47T€0T2

Integral variasi W = [ gzﬁ*ff ¢dT menjadi

W P
== 47T€0a0+ (¢ )47reo <¢

T



Integral-integral tersebut dievaluasi sebagai:

2
(elle) = [ B fratan =
2 B 5C€2
<¢ ¢> N 327’(’60@0

(Integral terakhir ini sama dengan E() [Pers. (9.53)] dengan Z diganti oleh ¢.) Mensubs-
titusikan hasil ini ke (9.59) memberikan

1
1

e

47'('607”12

2

W= [ Hodr = (- +2(¢ - 2) + 201
5) e2
W= (CQ —220+ §C>47T€0a0

Kita sekarang variasikan ¢ untuk meminimalkan integral variasi:

ow 5. €2
(¢ —22+2 -
oC (2¢ + 8)47T€06L0 0
5
ET;

Seperti yang diantisipasi, muatan inti efektif terletak di antara Z dan Z — 1. (Untuk He,
Z=2,(=2-5/16 =27/16 ~ 1.69). Menggunakan (9.62) dan (9.61), kita dapatkan

5 e?
Wmin =—(Z—-—= 2
( 16> dmegag

Menetapkan Z = 2, kita dapatkan aproksimasi energi keadaan dasar helium —(27/16)?(e?/4megag) =
—77.48 €V. Dibandingkan dengan nilai sebenarnya —79.00 eV, penggunaan ( alih-alih Z
telah mengurangi kesalahan dari 5.3

Untuk mencapai energi keadaan dasar yang sebenarnya, kita harus melampaui fungsi
produk sederhana ¢ = u(1)u(2). Hylleraas (1928-1930) menggunakan fungsi variasi yang
mengandung jarak antar elektron ris:

¢ = N[G—Crl/aoe—ém/ao(l + bT12)]

Minimisasi integral variasi ini memberikan energi —78.7 eV, dengan kesalahan 0.3 eV.
Perhitungan modern oleh Pekeris, Drake, dan lainnya, menggunakan fungsi variasi dengan
ribuan suku, telah mencapai kesesuaian yang hampir sempurna dengan eksperimen.

5 Teori Perturbasi untuk Tingkat Energi Degenerasi

Kita sekarang mempertimbangkan perlakuan perturbasi pada tingkat energi yang me-
miliki derajat degenerasi d. Kita memiliki d fungsi gelombang tak terperturbasi yang

independen linear yang sesuai dengan tingkat degenerasi tersebut, 1/1&0), 50), - ((10).

70,50 — [(0),(0)
H wn En ,l/}’n

Ne)



|[Gambar 9.2 di sini: Pengaruh perturbasi pada tingkat energi.|

Gambar 2: Pengaruh perturbasi pada tingkat energi. Perturbasi seringkali memecah
(splitting) tingkat energi yang terdegenerasi.

dengan
BO — O ... _ gD

Masalah terperturbasi adalah H Un, = E,, dengan H=H°+ \H'".
Ketika A — 0, fungsi eigen terperturbasi v,, mendekati kombinasi linear dari fungsi

eigen tak terperturbasi:
d

li - 2O 1<n<d
e =2 e, 1sns

Tugas pertama kita adalah menentukan **fungsi gelombang orde nol yang benar** ini,

yang kita sebut ng?):

d
o0 =3 el 1<n<d
=1

Perlakuan berlanjut seperti kasus non-degenerasi, tetapi %(Io) digantikan oleh &o)‘
Un = O AU N 4
E,=EY + \EQ + X2E® 4 ...
Substitusi ke H Y, = E,1, dan penyamaan koefisien A\! memberikan
AW — BV = EWgO _ fre© o =1,2,...d

Kita kalikan (9.76) dengan P (di mana 1 <m < d) dan integralkan:

WA DY — EP QD) = EO 060y — (0O 7'|¢0)

Sisi kiri (9.77) adalah nol. Substitusi (9.73) untuk oY) memberikan

d d

> O H ) — EDS e (@) = 0

i=1 =1

Kita asumsikan fungsi orde nol 1/)1(0) adalah ortonormal: <w£2)|1/1§0)> = 0. Persamaan
(9.78) menjadi

d
SO ) — EDé il =0, m=1,2,...d

=1

Ini adalah satu set d persamaan linear homogen dalam d koefisien ¢; yang tidak diketahui.
Dengan mendefinisikan H, . = <¢£3)|H ! |77/J§0)>, kita dapatkan:

(Hiy = By)er + Hipep + -+ Higea = 0
Hy o+ (Hyy — EMey + -+ -+ Hyyjeq =0
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Hyer+ Hipeo + - - - + (Hjg — E{V)ca = 0

Agar himpunan persamaan ini memiliki solusi non-trivial, determinan dari koefisien harus
sama dengan nol:
det[H! , — EXV6,,] =0

Hil_Er(ll) Hiz H{d
Hy, Hs, _E7(11) Hy, =0
H, Hyp o Hy— B
**Persamaan sekuler** (9.83) adalah persamaan aljabar derajat d dalam EWY. Ia me-
miliki d akar, Efl), Eél), e Efll), yang merupakan koreksi energi orde pertama ke tingkat

degenerasi d-kali lipat. Jika semua akar berbeda, tingkat degenerasi d-kali lipat terpecah
menjadi d tingkat energi yang berbeda.

Setelah menemukan d koreksi energi orde pertama, kita kembali ke himpunan persa-
maan (9.81) untuk menemukan koefisien ¢; yang menentukan fungsi gelombang orde nol

yang benar ¢£10).

6 Penyederhanaan Persamaan Sekuler

Persamaan sekuler (9.83) lebih mudah diselesaikan jika beberapa elemen di luar diagonal
dari determinan sekuler adalah nol. Dalam kasus terbaik, semua elemen di luar diagonal
adalah nol, dan determinannya menjadi diagonal.

H, — EY 0 0
0 Hy,—EY ... 0
. . , . =0
0 0 o Hyy— B

Ini menyiratkan (Hj, — E,(Ll))(Hé2 - Eﬁbl)) - (HYy — E,(Ll)) = 0, sehingga akar-akarnya
adalah
B =Hyy, B =My, .. By =H,

Dalam kasus ini, dapat ditunjukkan bahwa fungsi gelombang yang diasumsikan pada
awalnya §0)7 1/19, e zpflo) *adalah* fungsi gelombang orde nol yang benar.

Bagaimana kita bisa memilih fungsi gelombang orde nol yang benar sebelumnya dan
dengan demikian menyederhanakan persamaan sekuler? Misalkan ada operator A yang
komut (commute) dengan H° dan H’. Maka kita dapat memilih fungsi tak terperturbasi
sebagai fungsi eigen dari A. Karena A komut den%an H’, pilihan fungsi tak terperturbasi
ini akan membuat integral H;; menjadi nol jika %0) dan 1/Jj(~0) memiliki nilai eigen A yang
berbeda. Jika nilai eigen A untuk QAO), ...,qﬁc(lo) semuanya berbeda, determinan sekuler
akan berbentuk diagonal.
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7 Perlakuan Perturbasi pada Keadaan Tereksitasi Per-
tama Helium

Kita sekarang merawat keadaan tereksitasi terendah He. Energi tak terperturbasi dibe-
rikan oleh (9.48). Keadaan tereksitasi tak terperturbasi terendah memiliki ny = 1, ny = 2
atau n; = 2, ng = 1. Substitusi ke (9.48) memberikan

572 €?

EO — _
8 “dmegag

) = —5(13.606 eV) = —68.03 eV

Tingkat energi ini memiliki degenerasi delapan kali lipat. Delapan fungsi gelombang tak
terperturbasi adalah:

=

P =15(1)25(2), ¥ = 25(1)1s(2)

O =15(1)2p,(2), ¥ = 2p.(1)15(2)
O =1s(1)2p,(2), ¢ = 2p,(1)1s(2)
OO = 1s(1)2p.(2), ¥ = 2p.(1)15(2)

Karena tingkat tak terperturbasi ini degenerasi, kita harus menyelesaikan persamaan
sekuler 8 x 8. Namun, banyak elemen matriks H{j adalah nol karena pertimbangan paritas
(simetri). Sebagai contoh, H|, = (1s(1)2s(2)|H’|15(1)2p,(2)) = 0 karena integran adalah
fungsi ganjil.

Setelah menyederhanakan, determinan sekuler 8 x8 menjadi **blok-diagonal**, terdiri
dari empat blok determinan 2 x 2. Blok pertama (melibatkan 1; dan 1) adalah

‘Hil—E(” m, | _,

Hyy  Hyp—EY

Kita dapat menunjukkan bahwa Hj, = H,. Kita definisikan **integral Coulomb** .J; 4
dan **integral pertukaran (exchange)** Kjo,:

62

H, = Ty — / / [1s(1)]2[25(2))2 drdry

477'607’12

62

Hiy = K5 = // 1s(1)2s(2) 25(1)1s(2)drdry

Persamaan sekuler (9.95) menjadi

TEoT'12

JlsQS - E(l) Klst

Kls2s JlsZs - E(l) =0

(J1525 - E(l))2 = <K1525)2
Akar-akarnya adalah

Eil) = Jls2s - K13257 Eél) = Jlst + Kls2s
Fungsi gelombang orde nol yang benar yang sesuai adalah

o) = 2712y — V) = 27V2[1s(1)25(2) — 25(1)1s(2)]

12



(ngo) _ 271/2(%(0) + ¢§0)> — 2*1/2[13(1)25(2) +25(1)1s(2)]

Tiga blok determinan 2 x 2 lainnya (untuk 2p,, 2p,, 2p.) identik satu sama lain karena
simetri. Masing-masing memiliki bentuk

Jlst - E(l) Klst
Klst J132p - E(l)

dengan akar
EW = Ji9, — Kisp (degenerasi 3 kali lipat)
EW = Ji, + Kisp (degenerasi 3 kali lipat)

Fungsi gelombang orde nol yang benar memiliki bentuk simetris dan antisimetris yang
serupa, misalnya ¢\ = 2-1/2[15(1)2p,(2) — 1s(2)2p.(1)].

Tolakan elektrostatik e?/4meyris telah memecah sebagian degenerasi. Tingkat tak ter-
perturbasi 8-kali lipat telah terpecah menjadi dua tingkat non-degenerasi (dari konfigurasi
1s2s) dan dua tingkat 3-kali lipat (dari konfigurasi 1s2p).

[Gambar 9.3 di sini: Tingkat tereksitasi pertama atom helium (hanya orde pertama).|

Gambar 3: Tingkat tereksitasi pertama atom helium, hanya menunjukkan E© + E().

Perhitungan numerik menunjukkan Jiss = 11.42 eV, Kz, = 1.19 eV, Ji5, = 13.21
eV, dan K4, = 0.93 eV. Dengan E® = —68.03 eV, kita dapatkan empat tingkat energi:

E(1s2s, antisimetris) = —68.03 + 11.42 — 1.19 = —57.8 eV

E(1s2s,simetris) = —68.03 + 11.42 + 1.19 = —55.4 ¢V
E(1s2p, antisimetris) = —68.03 + 13.21 — 0.93 = —55.75 eV
E(1s2p, simetris) = —68.03 + 13.21 + 0.93 = —53.9 eV

[Gambar 9.4 di sini: Energi tingkat tereksitasi pertama helium termasuk koreksi orde tinggi.|

Gambar 4: E© + EO + £® 4+ EG) untuk tingkat tereksitasi pertama helium. Ini
menunjukkan urutan tingkat yang benar, tidak seperti aproksimasi orde pertama.

Perhitungan orde pertama (Gambar 9.3) secara keliru menempatkan salah satu ting-
kat 1s2p di bawah tingkat 1s2s yang lebih tinggi. Perhitungan orde yang lebih tinggi
(Gambar 9.4) memperbaiki ini dan menunjukkan bahwa kedua tingkat 1s2s terletak di
bawah kedua tingkat 1s2p. Ini karena elektron 2s menembus (penetrate) orbital 1s le-
bih efektif daripada elektron 2p, sehingga mengalami shielding (pelindungan) yang lebih
lemah dan energi yang lebih rendah (lebih negatif).

8 Teori Perturbasi Gayut Waktu

Dalam spektroskopi, kita memulai dengan sistem dalam keadaan stasioner, memapar-
kannya pada radiasi elektromagnetik (cahaya), dan mengamati apakah sistem telah me-
lakukan transisi ke keadaan stasioner lain. Radiasi menghasilkan suku energi potensial
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yang bergantung waktu dalam Hamiltonian, H (t). Persamaan Schrodinger yang tidak
bergantung waktu untuk masalah tak terperturbasi adalah

H} = By
Persamaan Schrodinger yang bergantung waktu di hadapan radiasi adalah

ROY -
—— = (H"+ H"W
ior - )

Solusi umum untuk ¥ dapat diekspansikan dalam basis lengkap fungsi U9 = exp(—iFEpt/h)y?:

U =" bi(t) exp(—iEQt/h)u]

Koefisien by(t) sekarang bergantung waktu (tidak seperti kasus H' = 0). Substitusi
(9.116) ke (9.113) menghasilkan persamaan untuk koefisien b,,(t):

dby, ' , 7
= —% Zbkexp[@(Egn — EQ)t/R) (| H'[4)
k:

Misalkan pada ¢ = 0, sistem berada dalam keadaan stasioner n. Maka kondisi awalnya
adalah 0,(0) = 1 dan b;(0) = 0 untuk k& # n, atau

be(0) = Okn

Jika H’ kecil, kita dapat membuat aproksimasi dengan mengganti by di sisi kanan (9.117)
dengan nilai awalnya (9.118). Ini memberikan
db, i 0

L . 0 0 77/..0
-~ hexp[z(Em Eo)t /R (Y, [ H |¢y,)

Integrasi dari t = 0 hingga t = ¢’ memberikan

. t

bo(€) % 8o = 7 [ conli(ES, — ES)e/R0 | E o)t
0

Setelah perturbasi berhenti pada ¢/, ¥ adalah superposisi dari keadaan stasioner. Proba-

bilitas bahwa pengukuran energi akan menghasilkan nilai E°, adalah |b,,(¢')|*. Ini adalah

probabilitas transisi dari keadaan n ke keadaan m.

9 Interaksi Radiasi dan Materi

Kita sekarang mempertimbangkan interaksi atom dengan radiasi elektromagnetik. Kita
hanya akan mempertimbangkan interaksi medan listrik £ dari radiasi. Untuk gelombang
terpolarisasi-bidang dalam arah x, perturbasi adalah H’ (t) = =& >, Qix;. Medan listrik
berosilasi sebagai £, = & sin(wt), di mana w = 27v. Mensubstitusikan ini ke (9.120) dan
mendefinisikan w,,,, = (E°, — E°)/h, kita dapatkan

ei(wmn—i-w)t’ -1 ei(wmn—w)t’ -1

2
wwmmwﬁﬁipmm{ -

Wmn + W Wimn — W

Untuk m # n, probabilitas transisi |b,,(¢')|> menjadi signifikan ketika salah satu penyebut
mendekati nol.
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e Absorpsi (Penyerapan): Jika w,,, ~ w, maka E’, — E® ~ hw = hv. Sistem
bertransisi ke tingkat energi yang lebih tinggi (E°, > EY) dengan menyerap foton.

e Emisi Terstimulasi (Stimulated Emission): Jika w,,, ~ —w, maka E? — E? =~
hw = hv. Sistem bertransisi ke tingkat energi yang lebih rendah (E° < E?) dan
memancarkan foton.

Probabilitas absorpsi (dan emisi terstimulasi) sebanding dengan
(WY Qi)

Kuantitas ), Q);x; adalah komponen x dari **operator momen dipol listrik™* sistem, fi,.
Untuk radiasi tak terpolarisasi, probabilitasnya sebanding dengan |(0,|fi]1)%)]. Integral
P, = (2| 1]1%) disebut **momen transisi (dipol)**.

Jika fiy,, = 0, transisi antara keadaan m dan n dikatakan **terlarang (forbidden)**.
Jika fim, # 0, transisi **diperbolehkan (allowed)**. Evaluasi momen transisi mengha-
silkan **aturan seleksi (selection rules)**:

e Partikel dalam kotak 1D: An = +1,4+3, 45, ...
e Osilator harmonik: Av = +1

e Rotor tegar dua partikel: AJ = +1

10 Ringkasan

Teori perturbasi non-degenerasi memberikan koreksi orde pertama terhadap energi seba-
gai B, = (0| H'[v{”) dan koreksi orde kedua EYY = 0, (Wi |[H'|v) 2/ (B —
EW.

Untuk tingkat degenerasi d-kali lipat, koreksi energi orde pertama EY dan fungsi
gelombang orde nol yang benar ¢£LO) ditemukan dengan menyelesaikan persamaan sekuler
det|H! . — BV 6] = 0.

Teori perturbasi gayut waktu menunjukkan bahwa radiasi elektromagnetik dapat
menginduksi transisi antar keadaan stasioner m dan n jika frekuensi radiasi v meme-
nuhi hv ~ |E?, — E°| dan momen transisi dipol fi,, tidak nol.

11 Soal-Soal Latihan

9.1 Tinjau sistem satu partikel, satu dimensi dengan V' = oo untuk x < 0 dan untuk
x >ldan V = C untuk 0 < z <[ di mana C adalah konstanta. (a) Sketsakan V
untuk ¢ > 0. (b) Perlakukan sistem sebagai partikel dalam kotak terperturbasi

dan temukan ES untuk keadaan dengan bilangan kuantum n.

9.2 (a) Untuk partikel dalam kotak terperturbasi dari Soal 9.1, temukan E untuk

keadaan dengan bilangan kuantum n. (b) Temukan zpf]l) untuk sistem ini.

9.3 Untuk osilator anharmonik dengan Hamiltonian (9.3), evaluasi E(!) untuk ke-
adaan tereksitasi pertama, dengan mengambil sistem tak terperturbasi sebagai

osilator harmonik. Berapakah E(©)?
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9.4

9.5

9.6

9.10

9.11

9.12

9.13

9.17
9.18

9.22

9.23

Tinjau sistem satu partikel, satu dimensi dengan energi potensial V' = V[ untuk
il<$<%l,V:OuntukO§x§}lldan%lgxgl,danl/:oodi
tempat lain, di mana Vy = h%/mli?. Perlakukan sistem sebagai partikel dalam
kotak terperturbasi. (a) Temukan koreksi energi orde pertama untuk keadaan
stasioner umum dengan bilangan kuantum n. (b) Untuk keadaan dasar dan
keadaan tereksitasi pertama, bandingkan £® + E() dengan energi sebenarnya.
Untuk partikel dalam kotak terperturbasi dari Soal 9.4, jelaskan (tanpa mela-
kukan perhitungan) mengapa kita mengharapkan E") menjadi yang terbesar
untuk keadaan n = 1.
Untuk partikel dalam kotak terperturbasi dari Soal 9.4, temukan koreksi orde
pertama terhadap fungsi gelombang dari keadaan stasioner dengan bilangan
kuantum n.
Benar atau salah? Koreksi orde kedua E® terhadap energi keadaan dasar tidak
pernah positif.
Untuk osilator anharmonik dengan H = —(k?/2m)d?/dx? + Lk + c2®, ambil
H sebagai cz®. (a) Temukan E™ untuk keadaan dengan bilangan kuantum v.
(b) Temukan E(Q) untuk keadaan dengan bilangan kuantum v.
Hitung energi keadaan dasar H~ yang diprediksi oleh fungsi uji (9.56) (dengan
Z = 1). Bandingkan hasilnya dengan energi keadaan dasar atom hidrogen,
-13.60 eV, dan tunjukkan bahwa fungsi variasi sederhana ini (secara keliru) me-
nunjukkan H~ tidak stabil terhadap ionisasi.
Ada lebih dari satu cara untuk membagi Hamiltonian H menjadi bagian tak ter-
perturbasi H° dan perturbasi H’. Pertimbangkan cara pembagian Hamiltonian
atom helium berikut:

2

& l2 L2 € [&
B =LV EVi-(2-5)2 — (- §)

ﬁ/ 7 > 5 2 166247T€0T1 16/ 4megra

= _(E)W - (1_6)47r507’2 + 4megria

Apakah fungsi gelombang tak terperturbasi? Hitung E(© dan E® untuk kea-
daan dasar.

Hitung (rq) untuk fungsi uji helium (9.56).

Suatu sistem tak terperturbasi tertentu memiliki tingkat energi degenerasi ganda
di mana integral perturbasi memiliki nilai H{, = 4b, H{, = 2b, H}, = 6b. (a)
Dalam suku b, temukan nilai £") untuk sistem terperturbasi. (b) Temukan
fungsi gelombang orde nol yang benar yang ternormalisasi.

(a) Untuk partikel dalam kotak persegi panjang [ x [, tuliskan fungsi gelombang
dan tingkat energinya. (b) Jika sistem (a) diperturbasi oleh H’ = b untuk
1 <z <3ldan 1l <y < 21, temukan B¢ untuk keadaan dasar. Untuk tingkat
energi terek51ta81 pertama temukan nilai £ dan fungsi gelombang orde nol
yang benar.

Untuk atom hidrogen yang diperturbasi oleh medan listrik seragam terapan
dalam arah z, Hamiltonian perturbasi adalah H' = ez = eErcosf. Tinjau
efek H' pada tlngkat energi n = 2, yang degenerasi empat kali lipat. Gunakan
fakta bahwa H’ komut dengan L, untuk menyederhanakan determinan sekuler.
Evaluasi integral yang tidak nol, dan temukan koreksi energi orde pertama dan
fungsi gelombang orde nol yang benar.

2
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9.26 Untuk helium, tunjukkan bahwa jika kita mengevaluasi (e?/4megris) menggu-
nakan fungsi orde nol yang *salah™ 1s(1)2s(2) atau 1s(2)2s(1), kita dapatkan
Jiss dalam setiap kasus. Sekarang tunjukkan bahwa ketika kita menggunakan
fungsi yang *benar* (9.103) dan (9.104), kita dapatkan Jyss £ K7s0s.

9.28 Evaluasi (40 |Qx[4°) untuk partikel dalam kotak satu dimensi.

9.29 Temukan aturan seleksi untuk partikel bermuatan dalam kotak tiga dimensi yang
terpapar radiasi tak terpolarisasi.

9.31 Benar atau salah: (a) Setiap kombinasi linear dari solusi persamaan Schrodi-

nger yang bergantung waktu adalah solusi dari persamaan ini. (b) Setiap kom-
binasi linear dari solusi persamaan Schrodinger yang tidak bergantung wak-

tu adalah solusi dari persamaan ini. (c) Rumus perturbasi non-degenerasi
EW = (O] H'|©) hanya berlaku untuk keadaan dasar.
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